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Wéhrend sich die Rotationsenergie eines symmetri-
schen Kreisels in geschlossener Form angeben lifit,
konnen die Energieniveaus eines asymmetrischen Ro-
tators nur als Losungen einer Siakulargleichung nume-
risch berechnet werden. Zu diesem Zweck stellt man
gewohnlich die Energiematrix im Funktionensystem des
symmetrischen Kreisels auf und diagonalisiert sie. Einen
Uberblick iiber die bisher vertafelten Werte der redu-
zierten Energie des asymmetrischen Kreisels findet man
in einer kiirzlich erschienenen Arbeit!. Bei sehr hohen
Drehimpulsquantenzahlen J kann es vorteilhaft sein,
ein Naherungsverfahren zur Berechnung der Energie-
stufen des Rotators heranzuziehen 2. Im folgenden wird
auf ein Funktionensystem hingewiesen, das fiir ein sol-
ches Naherungsverfahren geeignet zu sein scheint.

Es ist iiblich, die Rotationsenergie des starren asym-
metrischen Kreisels in der Form 3

Wy .= A+C
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darzustellen. Die reduzierte Energie E; . hdngt nur
vom Asymmetrieparameter x=(2B—A4—C)/(4—C) ab
(4, B und C Rotationskonstanten). Im System der sym-
metrischen Kreiselfunktionen lassen sich die Matrix-
elemente von E (%) schreiben (Repr. II¥) :

(J,K|E|J,K) == K2, (1a)
(JLKIE|J.K+2)=3{[J(J+1) —K(K£1)]
‘JJ+1) —(Kx1)(K£2)]}" (1b)

Die Nichtdiagonalelemente (K,K+2) konnen umge-

formt werden zu ¢

1
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mit D=J(J+1) — (K+2)2. Fiir groBes J und kleines
I K| lassen sich also die Matrixelemente (1b) nihe-
rungsweise ersetzen durch

(LK|E|JLK£2) > [J(J+1) — (K£2)2]. (3)
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4 Stattdessen konnte man auch von der Entwicklung

1 4K BK+1)(K—1) |z

mit G=D-+3 ausgehen.
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Die vernachldssigten Terme konnen spiter mit Hilfe
von ,,Storoperatoren®, die sich aus der Entwicklung der
Wurzel in (2) ergeben, beriicksichtigt werden 5.

In einem der beiden symmetrischen Grenzfille ist
»= —1, so dal} fiir x = —1 die zusitzliche Naherung

(LK|E|J,K£2) >} J(J+1) + 32(K£2)2 (4)

gemacht werden kann. Der damit begangene Fehler
kann spiter durch den ,Stérterm“ —3%(x+1) (K *2)2
wieder korrigiert werden.
(la) und (4) sind gerade die Matrixelemente des
Operators
dz dz

z (5)

J(J+1) cos2a—/cos2a
da?

im System der Funktionen eiX?/(27)":, K=0, *1,
+2,...,0Z5a< 2.

Die von (5) erzeugte Matrix hat im Gegensatz zu
der des asymmetrischen Kreisels unendlichen Rang. Fiir
hohes J, kleines |K| und x =~ —1 werden aber die
Eigenwerte von (5) denen des asymmetrischen Rota-
tors nahekommen. Die Substitution cos 2 a=2 cos?2 a —1

und %"= —x fiihrt auf die Eigenwertgleichung ®
2
d U+[J(JJT1) {E+IU+D}2 }U 0, (6)
da? P cos® a

die exakt 16sbar ist 7.
Mit y=sin?a und U= (1 —y)#2f(y) geht (6) in die
hypergeometrische Differentialgleichung

d2
y(-y) g+ |y — G+ o] g
+%(k‘-’—/'.2)f=0

iiber, wobei
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Die Randbedingungen U (% 4 71) =0 fiihren auf die

Lésungen
Usp=costa-F(L+n,
mit  3(A—K)

bzw.

—n, % ,sin? q)
A=l 2,

= —n,

Usp+1=cos*a-sina-F(A+1+n, —n,3,sina)
mit 3(A+1—k)=—n, n=1,2,...

5 Man vgl. etwa die Maruieu-Naherung.
8 Man kann von Gl. (6) iibergehen zu

dz J(J+ )

{ E+J(J+1)
cosa — 5 Ccosa+ -
da?

2 o eJUTh o,
osa}U 9. U

mit U'=U/cos a. Der Operator in der geschweiften Klam-
mer ist HermiTEsch, und die U’ bilden ein orthogonales Sy-
stem.
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Die Funktionen F sind hier Polynome in y. Fiir die Energie ergibt sich

En()=—-JU+1)+2%

[0 |[1/1050 (1)
1 % % d

=012 ¢ o

Mit »"—1 sollle E in 2K2 —J(J+1) iibergehen. Setzt man m=J—K_, so kommt man offenbar nahe an

diesen Grenzwert heran, also

Ex_ () =Er-x () = ~10+1) +2 [1/700 -k )| [1/7950 — -k _+1)

!

Gl. (7) ist natiirlich nur als ein erster Niherungs-
schritt in Richtung auf die exakten Eigenwerte des
asymmetrischen Kreisels anzusehen. Wie man sieht, kon-
nen hochstens die entarteten Niveaus approximiert wer-
den, wie das auch in den Niherungen mit harmonischen
Oszillatorfunktionen und nach dem Korrespondenzprin-

E(x) nach stren- E (%) fiir

Niveau Pl?o(r;r‘rZef a((;}; ger Diagonali- x=—1:
sierung 2K2—J(J+1)

1515,0-1 210,61 210,76 210
15041 -2 155,42 154,23 152
15132 -3 103,83 101,60 98
1512.9 -4 55,84 52,87 48
1511,4-5 11,46 8,05 2
51054 — 29,33 — 32,88 — 40
159,6-7 — 66,52 — 69,90 — 78
156.7-8 —100,11 —103,01 —112
157,89 —130,10 —132,20 —142
156,010 —156,48 —157,48 —168
155.10-11 —179,27 —178,80 —190
Tt 18 198,46 .- —208
155,12 -18 —214,05 . —222
152,13 -14 —226,04 - —232
Toi et — 234,44 = —238
150,15 —239,21 —233,68 —240

Tab. 1. Eigenwerte des asymmetrischen Kreisels fiir
J=15 und »=-—0,9.

K_=0,1,2,...,J. (7

zip der Fall ist 2. Damit wird aber zugleich eine gewisse
Schwiche dieser Naherung deutlich. Ausgangspunkt
war die Bedingung |K| << J. Andererseits sind die
Niveaus mit kleinem K _ bei groflerer Asymmetrie noch
aufgespalten und fallen erst fiir mittlere K_-Werte
zusammen. Es ist also zu erwarten, dall gerade die
Eigenwerte mit mittlerem K_ am besten wiedergege-
ben werden.

Die nach Formel (7) fiir /=15, x= —0,9 berechne-
ten Rotationsniveaus der Tab. 1 bestdtigen diese Er-
wartung. Danach werden die gerade nicht mehr auf-
gespaltenen Niveaus mit mittlerem K _ verhdltnismaBig
gut angendhert, wenn man die Abweichung von E (x)
von den Werten des symmetrischen Grenzfalles = —1
beriicksichtigt.

Durch Hinzunahme geeigneter Korrekturoperatoren
konnte man nun die Energiematrix des asymmetrischen
Kreisels besser approximieren und mit Hilfe einer Sto-
rungsrechnung die Eigenwerte schrittweise verbessern.
Die Storoperatoren, die in (5) an erster Stelle zu be-
riicksichtigen wiren, sind vom Typ

cos2a und

: d
da sin 2 a d

-
Der mathematische Aufwand zur Berechnung der Ma-
trixelemente dieser und der zusitzlichen Korrektur-
operatoren diirfte allerdings nicht unerheblich sein.
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